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INLEIDING.
In een artikel in ,,Mathematische Annalen" 1) onderzoekt H. D.
KloosrnnnnN het aantal oplossingen t (n, m) van het stelsel diopLanti-
sche vergeli jkingen:
*?+x3*. . . '3-n )
xt  *  xz*  .  .  .  r .  - .  |  
( * "  x ' "  
"  
r '  geheel) '  ( l )
waarin n en m gegeven gehele getalien zijn en s een oneven natuurli ik
getal, dat niet deelbaar is door een quadraat. Hil verkri jgt in het biizonder
voo r  s  -3 ,5  en  7  exac te  f o rmu les .
In dit proefschrift zullen in de gevallen s : 6 en g exacte formules voor
r (n, m) worden bewezen. Deze gevallen zijn om de volgende reden interes-
sant' De door Kr-oosTERMAN met zijn methode voor oneven s bewezen
formules kunnen ook worden afgeleid uit resultaten van Hecxe in de
theorie der modulaire vormen. (zie b.v.: ,,E. Hecxe, Anarytische Arith-
metik der positiven quadratischen Formen", Det. Kgl, Danske vidensk.
selsk. Mat'-Íys. Medd. xvII, No. 12, rg40). om echter Voor ev€n wáêr-
den van s dergeliyke formules te bewijzen met de methode van Hecxe,
zou men diens theorie moeten uitbrerden op modulaire vormen van ge-
broken dimensie. Deze uitbreiding is nog niet uitgewerkt en zou trouwens
ook wel tot een vri j gecompliceerde theorie aanleiding geven.
De in dit proefschrift verkregen resultaten zijn vervat in de volgende
hoofdstell ingen.
Hoofdstelling I.
Laten n en m gegeven gehele getallen zijn en zij verd,er r (n, m) het aan-
tal oplossingen van het stelsel diophantische vergeli jkingen:
*?+ 4+ . .  .4_ n )
i  \xr, xz. . . x6 geheel).
x r t x z t . . . x a - m )
Ziy verder A - 6 n-m2, a het aantal factoren 2 en p het aantal facto-
ren 3 van a. De overige priemderers van a mogen worden gesplitst in
cí ie ,  welke er  to t  een oneven macht  in  voorkomen (pr ,  p2,  
. . . "pa) ,  
" r ,  
in
d ie,  welke er  to t  een even macht  in  vr :orkomen (pt ,p.  
. . .  p , ) .
1) 
"H. D. KLoosrERMAN, simultane Darstellung zrveier ganzen Zahlen als einer
Summe von ganzen zahlen und deren euadratsumme", Math. Annalen, 11g, 1942, blz,319-364.
Dit artikel zal voortaan worden aangehaald onder ,,K".
Stellen we dan verder:
'  A  -  6n-m2 *2"  A t -  3 ,?  Lz : ) "  .3F  At  A+;  c : ) ,  . j ,a ,
( L r , 2 ) : ( A z ,  3 ) _  ( A 3  A 4 , 6 ) -  l :  r )
L3- p!" ' - t  .  4",- t  .  .  .p?,"k-t  (qr,  or, .  .  .c* geheel = l ) ,
D :  p r  p r .  . .  p r ,
La- p1,3, pf,2". . p1,r, (Ê,, lir. . . l lt geheel = l),
dan is  r  (n ,m)  a l leen  dan n ie t  nu l ,  a ls  n -nr  (mod 2)  en  bovend ien
A ) 0  i s .  A l s  A  -  0  i s ,  i s  r ( n , m )  -  1 .
Als A ) 0 en n::  m (mod 2) is,  dan is:
k t
T I A , i l B ,
r -  |
syrnbool van |ecoer uit de theorie der guadraat_
r (n ,m)-# f@).F( f )L t
/ c  D \t _ - l
s \-1J
@,#,'=, q2
Hierin .  / c D \r s l - l e e n
\ q /
resten.
e, -! ,  Pj '" , |  ,  u, _ t-  -pl?. ' \ , r-  ("D\ -- ,)  .- it -P, -  t -p , '  ,  -  l ; ; /  p ; ' \+  P, i '?"
f  (")  _* i0_2-t"* t )  als a oneven en -_3.
f (") : t fr (l _2-!") als c even en A, : 3 (mod 4).
f(o) :zoa(6 * 2-t")  als d even en A1 :  I  (mod8).
f ( " )  : ;?s (10-3  .2 - i " )  a ls  c  even en  A1 :5 (modg) .
F ( f ) :  I  a l s  / - 0 .
F( f l :  +S( l+1  .3 - t ,z - l )  a ls  É  oneven.
F (fl: *g (t-a-l,e) als p even en Az : I (mod 3).
F (f): ls (5 * 8 . 3-rp) als p even en A2 : 2 (mod 3).
Hoofdstellíng II.
Laten n en m gegeven gehele getallen zijn en zij verd,er r (n, m) het aan-
tal oplossingen van het stelsel diophantische vergelilkingen:
x r , *x l * . . .4_n  ) ,
xr * xz* .  .  .xa -  ^J 
\xr '  xz" "  16 geheel) '
Zii verder A - 8 n-m2 en a het aantal factoren 2 van A, De overigepriemdelers van a worden gesplitst ars ïn hoofdstelling I. Laat dus:
A _  8  n -m2 :  2 "  Ar  :  2 "  AzAa ;  c  :  2 "  :  (L t ,  2 ) :  t ,
A3 : pf",-t , pT*,-t . . , ptfo-t (or, or,..or geheel en = l),
D - P r P r . . . P * ,
Lr:  p?' t '  p3p, . .  .pt i t ,  (Fr,  f r .  .  .  Êt geheel en = l ) ,
1) (a, ó) betekent de grootste gemene deler van a en ó
dan is  r (n ,m)  a l leen  dan f  0 ,  a ls  n : :m (mod 2)  en  bovend ien  A20.
A ls  A  -0  i s ,  i s  r (n ,m)  a l leen  dan 10 ,  a ls  m :0  (mod 8)  i s  en  in  da t
geval gelijk l.
A l s  A ) 0  e n  m Z n  ( m o d  2 )  i s ,  d a n  i s :
/ \ 2r (n, m) - \  f i i  f  (",^|, !rA, i l ,
Hierin is:
/ - cD \
o \ O l8,2+
Q : t  q -
\ q ,2D l= r
_ l--p;5",A 7 :  
1 - p f , t
a,- ! - { l t - (=P\  - ' )  '  -58 '- ; l  
l ' - \  p '  )P 'J tPr  
' i
f  ( " ,m )_1 ,  a l s  m :  n :  I  (mod  2 )
f("' ^)- I + t- (-1)*', als m : n : 0 (mod 2), maar nietbeide : 0 (mod 4)
f ( " , n ) -$ f  a l s  n :4 (mod8 )  en  m :0 (nod4 )
f (n,  ^ ) -+ Í  +tà"( - l ) f  a ls  n :  0(mod E)  en m : ' t (mod 8)
.  37  |  / - t \f  ( " ,^ ) -h jT:n( t -z- l "+  '1-  (^ ;J  2- i t "+5 +
I  C .2- l"*  3,  met C - l ,  a ls 41 :  7 (mod 8)
C - -1,  als Ar :  3 (mod 8)
C - 0 in alle andere gevallen,
a l s  n :  m : O ( m o d 8 ) ,  a  e v e r i  e n  à 6 .
f  (n, m\ -!^ +:-L== (t_.utyr-l ,"* ' i)' -  3 2  '  3 l  . 3 2 ' -
als n : m: 0 (mod 8), a oneven en =7.
In hoofdstuk I wordt de benaderingsfunctie p (n, m) van r (n, m) inge-
voerd en in verband daarmee de functie 0, In hoofdstuk 2 wordt p (n, m)
berekend voor s - 6 en 8. In hoofdstuk 3 worden invariantie-eigenschap-
penvan d afgeleid, die ln hoofdstuk 4 gebruikt worden om te bewijzen dat
voor de genoemde waarden van s geldt:
p  ( n ,  m )  -  r  ( n ,  m ) .
In de hoofdstukken 1 en 3 is s geheel en ) 5 aangenomen, doch behoeft
hier niet even te zíjn, De hier gegeven bewijzen van de invariantie;eigen-
schappen van 0 zijn nl. eenvoudiger dan die in het bovengenoemde artikel.
Het geval s: 5 is hier niet mee beschouwd, daar dit convergentie-moei-
lijkheden oplevert, alhoewel deze met een bekende kunstgreep van HEcxE
wel kunnen worden overwonnen, zoals ook in het artikel van KLoostERMAN
is geschied.
Van alle in het volgende voorkomende meervoudige reeksen is de,
absolute convergentie onmiddell i jk in te zien, weshalve verwisselinger in
de sommaties zonder commentaar worden uitgevoerd.
Notatíes.
(g - l ) '
I (q) : í l- voor g oneven geheel.
(u, b) - grootste gemene deler van a en b.
Steeds zal (a, ó) een natuurli jk getal voorstellen.
( I ) stelt het symbool van facoer voor.\c /
(g oneven, positief; a geheel)
i a \( i ) : 1 .  ( o o k v o o r a - 0 ) .
e  ( A )  -  e 2 ' i  A .
; en 2' zullen sommen voorstellen, waarin r een volledig resp.
Í m o d g  t m o d q
gereduceerd restsysteem mod g doorloopt (g geheel ) 1 ).
Congruentievoorwaarden zr-rllen onder een somteken aldus afgekort wor-
d e n :  J r  -  c  l o  l .
Sommen van Geusz zullen steeds aldus geschreven worden:
so(u):.J 
,"(i) (r r_ïl;:"a,,)
Voor deze sommen gelden de volgende formules 1):
,.
S r e ( a ) - 0  a l s  ) , - l ; S 7 ( a )  - Z t ( t  * i o )  a l s  I  e v e n = -  2 ,
n i a  ] . + t
57 (a) - 
"1- 
2 t als I oneven en ) l.
A ls  g -  2 im is  (m oneven),  dan is :
/ . \
Sq (u)- t :  I  1(q) L/ q als ,t  - Q'  \s /
S o ( u ) - 0  a l s  i -  I
sn (u) -  s,t  (am) ( 1\ '  (  : \  r  ; .  /  (m) ars ).= 2.\ m t \ m l\ / \ /
t) zie b.v. H. D. KloosrERMAN, over het splitsen van geheele positieve getallen
in een som van kwadraten, blz. 6 en 7.
)Van de sommen van RamAuuyAtl:
cq (a\ - 
.à'^r" \T) 
(q geheel ) r, a geheel)
zullen de volgende eigenschappen gebruikt worden 1 ):
l. cqc' @l - cq (al . cq' (a), als (qq') - |.
2. Als q - d' en pu de hoogste macht van p is, die in de ontbtnding
van a in priemÍactoren voorkomt, dan is:
c q ( a ) : 0  a l s  p < f - I .
cq (a\ - - p^-t als p: ),-1.
cq(al-  pl-pT-t  als p.)  ) ' -1.
' tg geheel en ) I '1
,q(a)-  z ' (+ l " l? l l  I  - .1- - ,  t .' 
zmod'q \, Q f \ cl ' \. a geneel /
Deze laatste sommen komen bil de berekening van q (r, *) veelvuldig
voor, zodat het wenselijk was hiervoor een afkorting in te voeren.
Ik wil niet nalaren hier mijn grote dank te betuigen aan Prof. Dr. |. G.
vAN DER CoRpur als mijn promotor te wil len optreden. Tevens ben ik
Dr. H. D. KloosreRMAN zeer erkentelijk voor de vele hulp, die ik bil het
bewerken van dit proeÍschrift van hem mocht ontvangen.
1) Kt OosfeRmau, Over het splitsen van geheele positieve getallen in een som van
kwadraten, blz.29 en 30.
